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v

Metode Elemen Hingga (MEH) adalah metode perhitungan yang 
paling banyak dipakai saat ini untuk menyelesaikan masalah analisis 
struktur. Metode ini terkandung dalam banyak software komersial 
analisis struktur yang digunakan sehari-hari dalam pekerjaan desain para 
insinyur dalam bidang teknik sipil, teknik mesin, teknik aeronautika, 
teknik perkapalan, dan bidang-bidang teknik lainnya. Di lain pihak, bagi 
matematikawan terapan MEH merupakan metode numerik yang ampuh 
untuk menyelesaikan boundary value problems dalam ruang berdimensi 
dua dan tiga. 

Buku ini bertujuan memperkenalkan berbagai aspek MEH secara 
lengkap, mulai dari teori model yang akan diselesaikan, perumusan 
MEH untuk menyelesaikan masalah model itu, implementasi 
komputer dengan menggunakan MATLAB, sampai dengan aplikasi 
MEH dengan program komputer yang dibuat. Karena tujuan buku ini 
adalah memperkenalkan MEH, model-model yang dibahas dipilih yang 
sederhana dan umum digunakan untuk memperkenalkan MEH dalam 
bidang teknik, yaitu model deformasi aksial batang dan model tegangan 
serta regangan bidang. 

Buku ini dimaksudkan untuk menjadi buku teks bagi pembaca 
yang mempelajari MEH pertama kalinya. Untuk dapat mengikuti 
buku ini, pembaca diharapkan telah memiliki pengetahuan kalkulus 
dasar, matriks, persamaan diferensial, statika, dan mekanika bahan. 
Kemampuan menggunakan MATLAB bisa dipelajari sambil jalan. Buku 
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Pengantar Metode Elemen Hingga untuk Analisis Struktur vi

ini juga cocok untuk insinyur praktik yang ingin menyegarkan kembali 
pemahaman mengenai MEH. Selain itu, buku ini dapat bermanfaat bagi 
mahasiswa jurusan matematika aplikasi yang ingin mempelajari aplikasi 
MEH dalam bidang teknik. 

Bab 1 mulai dengan memperkenalkan MEH secara menyeluruh. 
Setelah membaca bab ini, pembaca diharapkan memiliki gambaran 
umum apa itu MEH dan termotivasi untuk mempelajarinya lebih lanjut. 
Setelah itu Bagian I buku ini membahas langkah-langkah perhitungan 
MEH yang ditujukan untuk implementasi komputer, yaitu metode 
kekakuan langsung (Direct Stiffness Method, disingkat DSM). Pembahasan 
DSM diberikan dalam konteks masalah sistem pegas (Bab 2), struktur 
rangka batang dalam ruang 1D dan 2D (Bab 3), dan rangka batang dalam 
ruang 3D (Bab 4). Pembahasan DSM di dalam Bab 2 s.d 4 ini ditekankan 
kepada prosedur perhitungan dan implementasi komputer. Perumusan 
elemen-elemen hingga dilakukan secara sederhana berdasarkan 
penerapan langsung hukum-hukum fisika. 

Prosedur perhitungan MEH dan implementasi komputernya 
(Bagian I) diperkenalkan di awal sebelum mempelajari perumusan 
formal MEH (Bagian II dan III) dengan tujuan supaya pembaca, 
khususnya yang berlatar belakang pendidikan bidang teknik, dapat lebih 
siap untuk mempelajari perumusan MEH di bagian-bagian buku ini 
selanjutnya. Namun, bagi pembaca yang berlatar belakang pendidikan 
matematika terapan, mungkin akan lebih nyaman untuk mempelajari 
terlebih dahulu perumusan MEH dalam ruang 1D di Bagian II buku ini 
kemudian mempelajari Bagian I. 

Bagian III buku ini membahas MEH untuk masalah dalam ruang 
dua dimensi. Masalah yang dipilih adalah model tegangan/regangan 
bidang. Bagian ini dimulai dengan pembahasan model tegangan/
regangan bidang secara detail (Bab 6). Selanjutnya, penyelesaian 
masalah tegangan/regangan bidang dengan menggunakan elemen dua 
dimensi yang paling sederhana, yaitu elemen segitiga regangan konstan 
(CST), dibahas dalam Bab 7. Setiap bab buku ini disertai dengan 
contoh-contoh soal yang memadai dan MATLAB codes yang lengkap 
untuk mengaplikasikan MEH (program dapat diunduh secara gratis 
dari http://bit.ly/Pengantar_MEH_untuk_Analisis_Struktur_WongFT). 

Buku ini ditulis berdasarkan pengalaman penulis mengajar dan 
meneliti dalam bidang MEH selama lebih dari 20 tahun di Program 
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Prakata vii

Studi Teknik Sipil, Universitas Kristen Petra, Surabaya. Program-
progam komputer MATLAB yang disertakan dalam buku ini merupakan 
pengembangan program-program yang biasa penulis pakai dalam proses 
belajar-mengajar. Soal-soal yang disajikan pada setiap bab diambil dari 
berbagai soal ujian dan tugas-tugas dalam kelas MEH. 

Penulis berterima kasih kepada Hidayat Syamsoeyadi, mantan 
mahasiswa bimbingan skripsi penulis di tahun 2009, untuk 
kontribusinya dalam membantu penulisan beberapa bagian dari draf 
Bab 3. Terima kasih untuk Welly Pontjoharyo, rekan penulis dalam 
mengajar MEH di Universitas Kristen Petra, yang telah berkontribusi 
dalam pembuatan beberapa soal dalam buku ini. 

Buku ini didedikasikan untuk Papa (alm.) dan Mama. Tanpa kerja 
keras dan kasih sayang mereka tidak mungkin penulis dapat mencapai 
keadaan seperti sekarang. Penulis juga berterima kasih kepada istri Zhu 
Shuiqing yang senantiasa mengingatkan untuk segera menyelesaikan 
buku ini. Segala puji, hormat kemuliaan bagi Tuhan. 

Surabaya, 23 Februari 2021

Penulis

Wong Foek Tjong
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xv

A Indeks untuk nomor titik nodal struktur (DSM); luas 
penampang batang.

a Indeks untuk nomor titik nodal elemen.
B Matriks yang menghubungkan antara regangan dan 

vektor perpindahan titik nodal.
b Body force vector, dalam satuan gaya per satuan volume.
bx; by Komponen body force vector dalam arah x; dalam arah y.
Ce Kosinus sudut orientasi θe elemen batang dalam ruang 2D.

 Kosinus-kosinus arah elemen batang nomor e dalam 
ruang 3D terhadap sumbu-sumbu X, Y, Z global. 

D Vektor perpindahan nodal struktur atau global, mengacu 
ke sistem koordinat global (struktur).

Da Subvektor perpindahan nodal struktur yang aktif (untuk 
metode DSM-p).

DA Perpindahan titik nodal pada titik nodal A (Bab 5).
da Komponen perpindahan titik nodal lokal a (Bab 5).
De Vektor perpindahan titik nodal elemen nomor e, mengacu 

ke sistem koordinat global (struktur). Superskrip e harus 
ditulis supaya tidak rancu dengan vektor perpindahan 
nodal struktur. 

DAFTAR NOTASI
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Pengantar Metode Elemen Hingga untuk Analisis Struktur xvi

de Vektor perpindahan titik nodal elemen nomor e, mengacu 
ke sistem koordinat lokal elemen. Kadang-kadang 
superskrip e tidak ditulis. 

DI Komponen vektor perpidahan ke-I dari suatu titik nodal 
struktur, mengacu ke sistem koordinat global (struktur).

Di
e Komponen vektor perpidahan ke-i dari suatu titik nodal 

elemen nomor e, mengacu ke sistem koordinat global 
(struktur). Superskrip e harus ditulis supaya tidak rancu 
dengan komponen vektor perpindahan nodal struktur.  

di
e Komponen vektor perpidahan ke-i dari suatu titik nodal 

elemen nomor e, mengacu ke sistem koordinat lokal 
elemen. Kadang-kadang superskrip e tidak ditulis.  

Dp Subvektor perpindahan nodal struktur yang pasif (untuk 
DSM-p); vektor perpindahan nodal struktur yang sudah 
diketahui (untuk DSM-a).

DpA,k Komponen perpindahan titik nodal struktur nomor A 
untuk nomor arah komponen ke-k yang sudah diketahui 
(prescribed displacement component) (untuk metode DSM-a). 

e Indeks untuk nomor elemen.
E Modulus elastisitas (modulus Young).
E Matriks elastisitas pada hubungan tegangan-regangan 

untuk model tegangan/regangan bidang.
F Vektor gaya nodal struktur atau global, mengacu ke 

sistem koordinat global (struktur).
F Gaya aksial pada batang.
Fa Subvektor gaya nodal struktur yang berpadanan dengan 

nomor persamaan yang aktif (untuk DSM-p); vektor gaya 
nodal struktur (untuk DSM-a).

FA Vektor gaya nodal struktur yang diberikan (beban 
terpusat).

Fa
(e) Vektor gaya pada titik nodal elemen nomor e yang telah 

diperbesar ukurannya menjadi seukuran dengan vektor 
gaya nodal struktur, mengacu ke sistem koordinat global.

Fa
e Vektor gaya pada titik nodal elemen nomor e, mengacu 

ke sistem koordinat global. Superskrip e harus ditulis 
supaya tidak rancu dengan vektor gaya nodal struktur. 
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Daftar Notasi xvii

fa
e Vektor gaya pada titik nodal elemen nomor e (akibat 

reaksi dari titik-titik nodal struktur), mengacu ke sistem 
koordinat lokal elemen. Kadang-kadang superskrip e 
tidak ditulis.

FAI Komponen vektor gaya ke-I yang diaplikasikan pada 
suatu titik nodal struktur, mengacu ke sistem koordinat 
global (struktur).

Fai
e Komponen vektor gaya ke-i yang bekerja pada suatu titik 

nodal elemen nomor e (berasal dari gaya reaksi titik nodal 
struktur), mengacu ke sistem koordinat global (struktur). 
Superskrip e harus ditulis supaya tidak rancu dengan 
komponen vektor gaya nodal struktur. 

fai
e Komponen vektor gaya ke-i yang bekerja pada suatu titik 

nodal elemen nomor e (berasal dari gaya reaksi titik nodal 
struktur), mengacu ke sistem koordinat lokal elemen. 
Kadang-kadang superskrip e tidak ditulis.  

Fp Subvektor gaya nodal struktur yang berpadanan dengan 
nomor persamaan yang pasif (untuk DSM-p); vektor 
gaya nodal struktur yang berpadanan dengan nomor 
persamaan yang pasif (untuk DSM-a).

Fp Vektor gaya nodal ekuivalen pada titik-titik nodal struktur 
akibat gaya aksial terdistribusi p.

fp Vektor gaya nodal ekuivalen akibat beban aksial 
terdistribusi p.

fpa Komponen vektor gaya nodal ekuivalen akibat beban 
aksial terdistribusi p.

FR Vektor gaya nodal struktur yang belum diketahui (reaksi 
perletakan).

FRA,k Komponen gaya reaksi pada titik nodal struktur nomor 
A untuk nomor arah komponen ke-k (untuk metode 
DSM-a).

FRI Komponen vektor gaya reaksi ke-I yang pada suatu titik 
nodal struktur, mengacu ke sistem koordinat global 
(struktur).

FT Vektor gaya nodal ekuivalen pada titik-titik nodal struktur 
akibat perubahan temperatur T.
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Pengantar Metode Elemen Hingga untuk Analisis Struktur xviii

fT Vektor gaya nodal ekuivalen akibat perubahan temperatur 
T.

fTa Komponen vektor gaya nodal ekuivalen akibat perubahan 
temperatur T.

FΔ Vektor gaya nodal ekuivalen struktur akibat perpindahan 
titik-titik nodal yang diberikan (untuk metode DSM-a).

FΔ
e Vektor gaya nodal ekuivalen untuk elemen nomor e akibat 

perpindahan titik nodal, mengacu ke sistem koordinat 
global (struktur). Superskrip e harus ditulis supaya 
tidak rancu dengan vektor gaya nodal ekuivalen struktur. 
(untuk metode DSM-a).

fΔ
e Vektor gaya nodal ekuivalen untuk elemen nomor e akibat 

perpindahan titik nodal, mengacu ke sistem koordinat 
lokal elemen. Kadang-kadang superskrip e tidak ditulis. 
(untuk metode DSM-a).

G Modulus elastisitas dalam geser atau disingkat modulus 
geser.

g Vektor perpindahan yang diberikan (diketahui) pada 
kurva batas model dua dimensi benda.

gx; gy Komponen perpindahan yang diberikan pada kurva batas 
dalam arah x; dalam arah y. 

h Ketebalan model tegangan/regangan bidang. Untuk 
model regangan bidang, h = 1 satuan.  

I Vektor basis satuan dalam arah sumbu global X.
i Vektor basis satuan dalam arah sumbu lokal x.
I Indeks untuk nomor DOF struktur.
i Indeks untuk nomor DOF elemen.
J vektor basis satuan dalam arah sumbu global Y.
j Vektor basis satuan dalam arah sumbu lokal y. 
Jcode Joint code matrix (atau destination array) untuk untuk DOF 

aktif (dalam DSM-a).
Jcode_p Joint code matrix (atau destination array) untuk untuk DOF 

pasif (dalam DSM-a).
k Vektor basis satuan dalam arah sumbu lokal z.D
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K Matriks kekakuan struktur atau global, mengacu ke 
sistem koordinat global (struktur); vektor basis satuan 
dalam arah sumbu global Z.

K(e) Matriks kekakuan elemen nomor e yang telah diperbesar 
ukurannya menjadi seukuran dengan matriks kekakuan 
struktur, mengacu ke sistem koordinat global. 

Kaa Submatriks kekakuan struktur yang berhubungan dengan 
nomor persamaan yang aktif dan DOF yang aktif (untuk 
metode DSM-p).

kab Koefisien matriks kekakuan yang berpadanan dengan 
shape funtion titik nodal a dan b.

Kap Submatriks kekakuan struktur yang berhubungan dengan 
nomor persamaan yang aktif dan DOF yang pasif (untuk 
metode DSM-p).

Ke Matriks kekakuan elemen nomor e, mengacu ke sistem 
koordinat global. Superskrip e harus ditulis supaya tidak 
rancu dengan matriks kekakuan struktur. 

ke Matriks kekakuan elemen nomor e, mengacu ke sistem 
koordinat lokal elemen. Kadang-kadang superskrip e 
tidak ditulis.

Kpa Submatriks kekakuan struktur yang berhubungan dengan 
nomor persamaan yang pasif dan DOF yang aktif (untuk 
metode DSM-p).

Kpp Submatriks kekakuan struktur yang berhubungan dengan 
nomor persamaan yang pasif dan DOF yang pasif (untuk 
metode DSM-p).

ks Konstanta atau kekakuan pegas (Bab 2).
L Panjang batang (elemen atau struktur).
L Matriks komponen-komponen vektor normal satuan 

terhadap suatu permukaan batas.
Lnods Element node array atau matriks konektivitas elemen.
M Submatriks dari matriks kekakuan elemen batang dalam 

ruang 3D.
Mcode Member code matrix, matriks kode elemen. Untuk DSM-a, 

Mcode hanya memberikan informasi kompabilitas untuk 
DOF aktif saja. 
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Mcode_p Member code matrix yang memberikan informasi 
kompabilitas untuk DOF pasif (dalam DSM-a).

N Gaya aksial dalam batang, disebut juga gaya normal.
N Matriks shape function.
n Orde matriks bujur sangkar (aljabar linier).
n Vektor normal satuan terhadap suatu permukaan batas. 
nx; ny Komponen vektor normal satuan dalam arah x; dalam 

arah y.
NA Fungsi basis yang berpadanan dengan titik nodal global A. 
Na Shape function yang berpadanan dengan titik nodal nomor 

lokal a.
Ndofn Jumlah derajat kebebasan untuk setiap titik nodal.
Ne Gaya dalam pegas (Bab 2), gaya aksial dalam batang, 

disebut juga gaya normal (Bab 3-5), untuk elemen 
nomor e.

Nelem Banyaknya elemen hingga dalam model struktur.
Nevab Banyaknya variabel (DOF) elemen.
Nnode Banyaknya titik nodal dalam elemen.
Npoin Banyaknya titik nodal dalam model struktur.
Npresc Jumlah perpindahan titik nodal yang nilainya diberikan 

(prescribed), jumlah DOF pasif.
Nsvab Banyaknya variabel (DOF) struktur. Untuk DSM-p Nsvab 

mencakup semua DOF, baik aktif maupun pasif. Untuk 
DSM-a hanya mencakup DOF aktif saja. 

p Gaya aksial terdistribusi pada batang.
P Beban terpusat.
p1, pm, p2 Nilai-nilai gaya aksial pada titik nodal 1 elemen, pada titik 

tengah elemen, dan pada titik nodal 2 elemen. 
r Rank matriks (aljabar linier).
Se Sinus sudut orientasi θe elemen batang dalam ruang 2D.
T Perubahan temperatur.
T1, Tm, T2 Nilai-nilai perubahan temperatur pada titik nodal 1 

elemen, pada titik tengah elemen, dan pada titik nodal 
2 elemen. D
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Te Matriks transformasi dari vektor perpindahan atau vektor 
gaya elemen batang dari komponen-komponen global ke 
komponen-komponen lokal.

t Vektor gaya traksi permukaan.
tx; ty Komponen vektor gaya traksi dalam arah x; dalam arah y.
U Energi regangan dalam suatu sistem struktur.
u Vektor perpindahan titik material.
u Komponen perpindahan dalam arah x.
U0 Kerapatan energi regangan, yaitu energi regangan per 

satuan volume.
Ue Energi regangan dalam elemen e.
uh Fungsi pendekatan (trial solution) untuk perpindahan u.
v Komponen perpindahan dalam arah y.
W Kerja yang dilakukan gaya-gaya (luar).
w Weigting function di dalam bentuk lemah persamaan 

pengatur.

Komponen perpindahan dalam arah z. 
X Sumbu pertama koordinat global.
x Komponen koordinat pertama .
xe Sumbu pertama koordinat lokal elemen e. Kadang-kadang 

superskrip e tidak ditulis.
Y Sumbu kedua koordinat global.
ye Sumbu kedua koordinat lokal elemen e. Kadang-kadang 

superskrip e tidak ditulis.
Z Sumbu ketiga koordinat global.
ze Sumbu ketiga koordinat lokal elemen e. Kadang-kadang 

superskrip e tidak ditulis. 
α Koefisien muai panjang.
γxy Regangan geser dari benda antara permukaan yang sejajar 

dengan bidang x-z dan permukaan yang sejajar bidang 
y-z, dengan kata lain regangan geser (perubahan sudut) 
yang terjadi dalam bidang x-y. 

γxz Regangan geser dari benda antara permukaan yang sejajar 
dengan bidang x-y dan permukaan yang sejajar bidang 
z-y, dengan kata lain regangan geser (perubahan sudut) 
yang terjadi dalam bidang x-z. 
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γyz Regangan geser dari benda antara permukaan yang sejajar 
dengan bidang y-x dan permukaan yang sejajar bidang 
z-y, dengan kata lain regangan geser (perubahan sudut) 
yang terjadi dalam bidang y-z. 

Γ Kumpulan titik-titik pada kurva atau garis batas suatu 
model tegangan/regangan bidang. 

Γt Kurva atau garis batas di mana gaya traksi permukaan 
t bekerja.

Γtx Kurva atau garis batas di mana komponen gaya traksi 
dalam arah x, yakni tx, diberikan.

Γty Kurva atau garis batas di mana komponen gaya traksi 
dalam arah y, yakni ty, diberikan.

Γu Kurva atau garis batas di mana perpindahan u diberikan.
Γu Kurva atau garis batas di mana komponen perpindahan 

dalam arah x, yakni u, diberikan. 
Γv Kurva atau garis batas di mana komponen perpindahan 

dalam arah y, yakni v, diberikan.
Δ Deformasi pegas (Bab 2); lambang untuk besaran-besaran 

virtual (Bab 5). 
δab Kronecker delta. 
δd Vektor perpindahan virtual titik-titik nodal elemen. 
δda Komponen perpindahan virtual titik nodal lokal a (Bab 5).
ΔL Perubahan panjang batang.
δU Energi regangan yang disebabkan oleh perpindahan 

virtual.
δu Komponen pertama dari perpindahan virtual.
δu Vektor perpindahan virtual.
δuh Fungsi pendekatan untuk δu.
δW Kerja yang dilakukan gaya-gaya aktual sepanjang 

perpindahan virtual.
δε Regangan yang disebabkan oleh perpindahan virtual.
δε Matriks kolom regangan-regangan akibat perpindahan 

virtual.
ε Matriks kolom regangan, terdiri atas τx, τy, γxy.D
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εx; εy; εz Regangan normal dalam arah sumbu x; dalam arah sumbu 
y; dalam arah sumbu z. Subskrip dapat dihilangkan jikalau 
sudah jelas dari konteks. 

θe Sudut orientasi suatu elemen batang dalam ruang 2D 
diukur dari sumbu X global. 

θp Sudut utama (principal angles), yaitu sudut orientasi 
bidang di mana tegangan utama terjadi. 

Ν Rasio Poisson. 
σe Tegangan ekuivalen von Mises 
σ Matriks kolom tegangan, terdiri atas σx, σy, τxy.
σT Matriks tegangan akibat pengaruh perubahan temperatur 

pada model tegangan/regangan bidang. 
σmax Tegangan utama dari analisis tegangan dua dimensi yang 

nilainya terbesar.
σmin Tegangan utama dari analisis tegangan dua dimensi yang 

nilainya terkecil.
σx; σy; σz Tegangan normal dalam arah sumbu x; dalam arah sumbu 

y; dalam arah sumbu z. Subskrip dapat dihilangkan bila 
artinya telah jelas dari konteks. 

σ1, σ2, σ3 Tegangan-tegangan utama pada suatu titik material, 
diurutkan dari yang terbesar sampai dengan yang terkecil. 

τmax Tegangan geser maksimum pada suatu titik material.
τxy Tegangan geser dalam arah y pada bidang yang garis 

normalnya sejajar sumbu x. Besarnya sama dengan τyx, 
yaitu tegangan geser dalam arah x pada bidang yang garis 
normalnya sejajar sumbu y. 

τyz Tegangan geser dalam arah z pada bidang yang garis 
normalnya sejajar sumbu y. Besarnya sama dengan τzy, 
yaitu tegangan geser dalam arah y pada bidang yang garis 
normalnya sejajar sumbu z. 

τzx Tegangan geser dalam arah x pada bidang yang garis 
normalnya sejajar sumbu z. Besarnya sama dengan τxz, 
yaitu tegangan geser dalam arah z pada bidang yang garis 
normalnya sejajar sumbu x. D
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Ω Kumpulan titk-titik yang ditempati model tegangan/
regangan bidang, tidak termasuk titik-titik pada kurva 
batas. 
Kumpulan titk-titik yang ditempati model tegangan/
regangan bidang, termasuk titik-titik pada kurva batas. 

∂ Matriks operator diferensial dalam hubungan 
perpindahan-regangan model tegangan/regangan bidang. 
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1.1  Model Matematis Struktur

Insinyur dalam pekerjaan desain atau perbaikan suatu produk perlu 
memahami perilaku produk itu sehingga dia dapat mengambil 
keputusan yang tepat dalam perkerjaannya. Demikian pula ilmuwan 
dalam melakukan riset memerlukan pemahaman yang mendalam 
akan suatu fenomena, perilaku, atau proses sistem yang menjadi objek 
risetnya. Perilaku, fenomena, atau proses sistem fisik dapat dipelajari 
melalui dua cara, yaitu: 1) dengan mengamati langsung di lapangan atau 
melakukan eksperimen di laboratorium, 2) dengan melakukan simulasi 
komputer. Sebagai contoh seorang insinyur hendak mendesain profil 
pagar pembatas jalan (roadside safety guardrails) yang baik. Profil pagar 
tidak baik didesain terlalu kuat karena ketika kendaraan menabrak 
pagar itu kendaraan akan rusak berat dan membahayakan penumpang. 
Sebaliknya, pagar juga tidak baik didesain terlalu lemah karena akan 
menjadi tidak efektif (kendaraan yang menabrak akan mematahkan 
pagar dan jalan keluar pagar). Supaya dapat mengetahui desain profil 
pagar yang baik, insinyur tersebut perlu mengetahui perilaku pagar 
dengan profil yang dia usulkan. Perilaku atau kinerja pagar ini dapat 
diketahui, baik melalui eksperimen maupun simulasi komputer, seperti 
diilustrasikan dalam Gambar 1.1. Bila setiap usulan desain profil pagar 
harus diuji dengan eksperimen, tentu saja proses desain menjadi sangat 
mahal. Karena itu simulasi komputer menjadi sangat berguna untuk 
mempercepat dan mempermurah proses desain. 

BAB 1
PENGENALAN METODE

ELEMEN HINGGA
D
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Gambar 1.1 Ilustrasi Eksperimen dan Simulasi Komputer Mobil  
Menabrak Pagar

Sumber: Barry (2003)

Dasar teoretis dari simulasi komputer adalah model matematis 
dari sistem fisik yang sedang diamati. Yang dimaksud dengan model 
matematis adalah perumusan atau persamaan matematis yang 
menyatakan fenomena, perilaku, atau proses dari suatu sistem. Model 
matematis secara umum dapat ditulis dalam hubungan fungsional 
sebagai berikut (Chapra dan Canale, 2010):

 
Variabel-variabel

terikat   = f  
Variabel-variabel 

bebas,
Parameter- 
parameter,

Fungsi-fungsi 
pemaksa     (1.1)

Suatu model matematis dibangun berdasarkan penyederhanaan 
dengan asumsi-asumsi tertentu mengenai fenomena, perilaku, atau 
proses dari sistem yang diamati. Proses penyederhanaan ini disebut 
idealisasi.  

Sistem fisik yang dibahas dalam buku ini adalah sistem struktur 
dalam konteks mekanika struktur dan benda padat (solid). Yang 
dimaksud struktur adalah benda padat (solid) yang dikenai gaya-gaya 
atau pengaruh lainnya, misalnya: perubahan temperatur, penurunan 
tumpuan, tegangan awal (lihat ilustrasi Gambar 1.2). Bila suatu struktur 
dikenai gaya-gaya atau pengaruh lainnya, maka akan timbul respons 
struktur, yaitu perubahan bentuk struktur (deformasi), tegangan-
tegangan atau gaya-gaya di dalam struktur itu, dan gaya-gaya reaksi pada 
titik-titik yang ditahan (reaksi tumpuan). Besaran yang dipakai untuk 
mengukur deformasi adalah regangan pada titik-titik atau perpindahan 
dari titik-titik struktur. D
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Gambar 1.2 Struktur, Gaya-gaya, dan Pengaruh Lainnya,
dan Respons Struktur

Model matematis struktur, atau singkatnya model struktur, 
menyatakan hubungan antara respons struktur sebagai fungsi dari 
variabel bebas posisi titik pada struktur dan waktu, fungsi dari 
parameter-parameter bahan dan bentuk geometri struktur, dan fungsi 
dari gaya-gaya atau pengaruh luar lainnya. Jadi, variabel terikat dalam 
model struktur adalah respons struktur yang dapat dinyatakan dengan 
perpindahan, regangan, tegangan, atau gaya-gaya dalam.  

Yang dimaksud perpindahan di sini adalah perubahan konfigurasi 
struktur dari konfigurasi semula (undeformed configuration). Perpindahan 
pada titik-titik tertentu pada struktur yang secara bebas menentukan 
konfigurasi struktur dinamakan derajat kebebasan (DOF, singkatan 
dari Degree Of Freedom). Ditinjau dari jumlah derajat kebebasannya, 
model struktur dapat digolongkan menjadi model diskrit dan model 
kontinu (continuum). Model struktur diskrit adalah model struktur 
yang perpindahannya dapat secara eksak dinyatakan dengan sejumlah 
DOF berhingga. Dengan kata lain, respons perpindahannya dapat 
dinyatakan dengan perpindahan pada sejumlah terhingga titik 
tertentu, yakni suatu vektor berdimensi terhingga. Sebaliknya, model 
kontinu adalah model struktur dengan jumlah DOF tak terhingga. 
Pada model ini respons perpindahannya bukan suatu bilangan atau 

D
U

M
M

Y



Pengantar Metode Elemen Hingga untuk Analisis Struktur 4

vektor, melainkan suatu fungsi dari posisi titik-titik pada struktur 
yang jumlahnya tak terhingga. 

Sebagai contoh model struktur diskrit adalah model struktur 
rangka batang (truss structure) pada Gambar 1.3. Akibat beban luar P, 
rangka batang berubah bentuk (berdeformasi) menjadi seperti yang 
diilustrasikan pada Gambar 1.3 (b). Konfigurasi rangka batang dan 
perpindahan semua elemen dalam struktur ini dapat dinyatakan secara 
eksak dengan komponen-komponen perpindahan D1 dan D2, yaitu vektor 
D=(D1 D2). Struktur ini dikatakan mempunyai dua derajat kebebasan 
(aktif),1 secara singkat ditulis DOF=2.  

Gambar 1.3 Model Struktur Rangka Batang—Contoh Model Diskrit

Contoh model kontinu adalah balok di atas dua perletakan yang 
dikenai beban merata dinamis (yaitu, fungsi dari waktu), p=f(x,t) 
seperti diilustrasikan pada Gambar 1.4. Akibat beban ini balok bergetar. 
Konfigurasi balok pada setiap waktu t>0 tidak cukup dinyatakan dengan 
perpindahan pada sejumlah titik, tetapi harus dinyatakan dengan 
perpindahan pada semua titik pada model balok (jumlah DOF tak 
terhingga). Dengan kata lain, perpindahan atau lendutan balok harus 
dinyatakan oleh suatu fungsi dari variabel bebas posisi x, yang kontinu 
antara x=0 dan x=L (dalam notasi standar matematika ditulis x∈[0,L]) 
dan variabel bebas waktu t. 

1Dalam metode kekakuan langsung yang akan dibahas dalam bab-bab 
selanjutnya DOF dikategorikan dua macam, yaitu DOF aktif dan tidak aktif. DOF 
yang tidak aktif di sini adalah DOF pada titik-titik tumpuan.
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Gambar 1.4 Model Struktur Rangka Batang—Contoh Model Diskrit

Model struktur diskrit berbentuk sehimpunan persamaan aljabar 
simultan untuk masalah statik dan sehimpunan persamaan diferensial 
biasa simultan untuk masalah dinamik. Persamaan model kontinum 
berupa satu atau sehimpunan persamaan diferensial parsial simultan. 
Persamaan-persamaan ini dapat menyatakan hubungan linier antara 
respons struktur dan aksi-aksi yang bekerja padanya.  Bila hubungan 
ini linier maka respons struktur proporsional terhadap aksi-aksi itu.  
Sebagai contoh bila besar gaya P pada rangka batang Gambar 1.3 (a) 
menjadi 2P, maka respons perpindahannya menjadi dua kali lipatnya, 
yaitu (2D1 2D2). Model struktur seperti ini disebut model struktur linier. 
Sebaliknya, model struktur yang tidak mengikuti sifat proporsionalitas 
antara respons struktur dan aksi-aksinya disebut model nonlinier. 
Sebagai buku pengenalan metode elemen hingga, model struktur yang 
dibahas dibatasi hanya untuk kasus yang paling sederhana, yaitu model 
struktur statik dan linier.  

1.2  Metode Elemen Hingga

Untuk mendapat hasil simulasi,2 persamaan-persamaan matematis yang 
menentukan model struktur (governing equations) perlu diselesaikan. 
Dalam praktik rekayasa dan penelitian akademis, sistem fisik yang 
diamati pada umumnya sangat rumit. Model matematisnya dapat 
melibatkan kontinum dengan bentuk geometri, pembebanan, dan kondisi 
tumpuan yang rumit. Sebagai contoh lihat model mobil dan pagar 
pengaman dalam Gambar 1.1. Karena kerumitan ini solusi dari governing 

2Dalam teknik sipil, proses simulasi untuk mendapatkan pemahaman akan 
perilaku struktur lebih dikenal dengan istilah ‘analisis struktur’. 
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equations dengan metode analitis menjadi sangat sulit atau bahkan tidak 
dapat dilakukan. Oleh karena itu, diperlukan metode penyelesaian 
numerik untuk mendapatkan solusi dari masalah tersebut. Metode 
numerik yang terkenal dan banyak digunakan saat ini, terutama untuk 
analisis struktur, adalah metode elemen hingga (finite element method). 

Langkah dasar dan pertama Metode Elemen Hingga (MEH) adalah 
memodelkan struktur sebagai rakitan (assemblage) dari bagian-bagian 
yang lebih kecil dan berbentuk sederhana. Bagian yang lebih kecil ini 
disebut elemen hingga. Titik yang menghubungkan antara satu elemen 
dengan elemen-elemen lainnya disebut titik nodal (node). Proses 
pembagian model struktur kontinu menjadi bagian-bagian yang lebih 
kecil (meshing) ini merupakan proses diskretisasi (lihat subbab 1.6 untuk 
penjelasan lebih lanjut), karena model yang semula kontinu dengan 
langkah ini menjadi model diskrit. Model diskrit ini disebut model 
elemen hingga. Sebagai contoh tinjau suatu model struktur kontinu 
seperti pada Gambar 1.5 (a). Dalam perhitungan dengan MEH, struktur 
ini perlu didiskretisasi dengan membagi-bagi struktur itu menjadi 
elemen-elemen segi empat seperti misalnya pada Gambar 1.5 (b). 
Untuk model struktur yang dari mulanya diskrit, diskretisasi dilakukan 
ketika melakukan idealisasi struktur. Persamaan model elemen hingga 
kemudian diperoleh dengan merakit dari persamaan-persamaan semua 
elemen yang menyusunnya. Hasilnya berupa persamaan aljabar simultan 
yang sangat banyak (sebanyak jumlah DOF-nya). Proses perakitan 
dan kemudian penyelesaian persamaan ini semuanya dilakukan secara 
otomatis dengan menggunakan komputer. 

Gambar 1.5 Model Struktur Kontinu Didiskretisasi Menjadi Model Elemen 
Hingga yang DiskritD
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Hasil penyelesaian dengan MEH umumnya tidak eksak (tidak 
tepat sama dengan solusi analitis dari model matematis yang sesuai). 
Walaupun demikian, perbedaan dengan hasil eksak (error) dapat 
diperkecil dengan memodelkan struktur dengan lebih banyak elemen-
elemen yang lebih kecil. Konsekuensinya adalah ongkos perhitungan 
menjadi lebih mahal karena jumlah persamaan yang dirakit dan 
diselesaikan menjadi lebih banyak. Dengan demikian, terdapat trade-off 
antara keakuratan hasil perhitungan dan ongkos komputasi. 

Langkah-langkah simulasi atau analisis struktur dengan MEH 
secara sederhana3 dilukiskan di dalam Gambar 1.6. Pertama sistem 
fisik, misalnya struktur gedung, diidealisasi menjadi model matematis 
struktur, yang dapat berupa model diskrit, model kontinu, atau 
campuran keduanya. Setelah itu dilakukan proses diskretisasi untuk 
mendapatkan model elemen hingga. Kemudian model elemen hingga 
ini diselesaikan sehingga didapatkan solusi elemen hingga. Solusi 
ini kemudian diinterpretasikan supaya dapat memberikan informasi 
berguna tentang perilaku atau proses sistem fisik yang sedang dipelajari. 

Gambar 1.6 Langkah-langkah Simulasi dengan Metode Elemen Hingga 

Dalam praktik simulasi di industri umumnya (Felippa, 2016, Ch. 6), 
insinyur memerlukan simulasi komputer untuk desain atau perbaikan 
kinerja suatu produk. Perusahaan tempat dia bekerja telah memiliki 
atau membeli suatu program komersial untuk simulasi komputer, yang 
bekerja berdasarkan MEH. Program ini memiliki berbagai jenis elemen 

3Dalam simulasi sebenarnya proses ini sering perlu dilakukan berkali-kali 
(iteratif) sampai didapatkan model matematis dan model elemen hingga yang tepat.
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hingga, misalnya elemen rangka tiga dimensi, elemen cangkang, elemen 
solid, dan lain-lain. Insinyur tersebut membuat model elemen hingga 
dari katalog elemen hingga yang tersedia dalam program. Sebenarnya 
ketika insinyur itu memilih elemen, dia secara implisit memilih model 
matematis yang mendasari elemen yang dia pakai.  

Dari uraian di atas dapat disimpulkan bahwa MEH adalah 
suatu prosedur perhitungan untuk mendapatkan solusi pendekatan 
(approximate solutions) terhadap masalah-masalah fisik. Dipandang 
dari segi matematis, MEH adalah suatu metode numerik untuk 
menyelesaikan persamaan diferensial.  Buku ini mengenalkan MEH, 
baik dari segi pandang fisik atau engineering maupun dari segi matematis.  

definisi Umum
Metode elemen hingga adalah:
1) suatu prosedur perhitungan untuk mendapatkan solusi terhadap masalah-

masalah fisik; 
2) suatu metode numerik untuk menyelesaikan persamaan diferensial. 

Sejarah Singkat MEH

Sebelum MEH dikembangkan, para insinyur dalam structural engineering 
telah mengembangkan metode komputer untuk analisis struktur rangka 
diskrit (tersusun atas elemen-elemen rangka 1D), yang dikenal dengan 
metode kekakuan langsung (DSM: direct stiffness method, lihat subbab 
1.7 untuk penjelasan lebih rinci) (Felippa, 2016, App.H). Prinsip dasar 
metode ini adalah persamaan aljabar simultan model struktur global 
dirakit dari persamaan aljabar elemen-elemen penyusunnya. Matriks 
kekakuan struktur diperoleh secara langsung dengan menjumlahkan 
matriks kekakuan elemen-elemen penyusunnya (karena itulah disebut 
‘direct stiffness’). MEH berasal dari DSM dan merupakan generalisasi 
DSM untuk dapat menangani model struktur kontinu (Clough dan 
Wilson, 1999; Felippa, 2016, App.O). 

MEH pertama kali dikembangkan dan diterapkan oleh para insinyur 
teknik penerbangan di bawah pimpinan M.J. Turner pada tahun 1950-
an di pabrik pesawat terbang Boeing. Tujuan pengembangan MEH 
pertama kali adalah untuk memodelkan kekakuan yang diperlukan 
dalam analisis getaran sayap pesawat terbang dan untuk memprediksi 
perpindahannya secara akurat. Hasil riset dan pengembangan ini 
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kemudian dipublikasikan dalam Journal of the Aeronautical Sciences yang 
terbit pada bulan September 1956 (Turner, Clough, Martin, dan Topp, 
1956). Paper ini (Gambar 1.7) adalah publikasi ilmiah pertama MEH 
dari segi pandang engineering. 

Gambar 1.7 Publikasi Ilmiah Pertama MEH Secara Engineering

Sebenarnya sebelum Turner, et al., mengembangkan MEH pada 
tahun 1950-an, sekitar dua puluh tahun sebelumnya matematikawan 
R. Courant (1943) telah menerapkan prosedur perhitungan yang pada 
prinsipnya adalah MEH (walaupun pada waktu itu MEH belum dikenal) 
untuk memecahkan masalah torsi penampang batang yang bentuknya 
rumit (Courant, 1943). Namun, karena teknologi komputer saat itu 
belum menunjang penggunaan metode yang diusulkannya, maka 
prosedur Courant ini tidak menjadi prosedur praktis yang dikenal para 
insinyur (termasuk Turner, et al.).  

Nama Finite Element Method (FEM) diberikan pertama kali oleh 
R. W. Clough (pengarang kedua paper pada Gambar 1.7) pada tahun 
1960 dalam paper “The Finite Element in Plane Stress Analysis” dalam 
Proceedings of 2nd ASCE Conference on Electronic Computation. Elemen disebut 
finite untuk membedakannya dengan infinitesimal element dalam kalkulus. 
Nama FEM juga untuk membedakannya dengan DSM (Clough dan 
Wilson, 1999). 

Program komputer MEH open source pertama dikembangkan oleh 
E. L. Wilson (waktu itu adalah mahasiswa S-2 di bawah bimbingan 
R.W. Clough) (Clough dan Wilson, 1999; Felippa, 2016; Taylor, 2008). 
Program ini menjadi dasar kerja para peneliti MEH di awal-awal 
pengembangan MEH. Buku teks pertama MEH ditulis O.C. Zienkiewicz 
pada tahun 1967 (Taylor, 2008). Buku ini sekarang telah edisi ke-7 dan 
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terdiri atas tiga volume. Menarik untuk dicatat bahwa O.C. Zienkiewicz 
pada mulanya adalah seorang ahli metode diskretisasi yang lain, yaitu 
finite difference method, sebelum diperkenalkan MEH oleh R.W. Clough. 

1.3  Software Metode Elemen Hingga

Saat ini MEH terkandung dalam program-program komputer komersial, 
terintegrasi dengan program-program Computer Aided Design (CAD) 
atau Computer Aided Engineering (CAE). Program-program ini jenisnya 
beragam, ada yang general-purpose ada yang special-purpose. Contoh 
program yang general-purpose adalah NASTRAN, ANSYS, ABAQUS, 
ADINA. Setiap program ini memiliki berbagai jenis elemen hingga dan 
dapat melaksanakan berbagai analisis, termasuk analisis statik, dinamik, 
transfer panas, interaksi struktur-fluida, dan lain-lain. Program analisis 
struktur yang banyak dipakai dalam industri konstruksi teknik sipil, 
antara lain SAP2000, MIDAS, STAAD.Pro, GT STRUDL, SANSPRO.4 
Progam yang special purpose misalnya ETABS yang dibuat khusus atau 
lebih cocok digunakan untuk analisis dan desain struktur gedung, dan 
PLAXIS untuk analisis elemen hingga masalah-masalah dalam bidang 
geoteknik. Program-program komersial tersebut dilengkapi dengan 
preprocessor, yaitu program bantu untuk memudahkan pemasukan data, 
dan postprocessor, yaitu progam bantu untuk mengolah dan menampilkan 
keluaran program. Pre dan postprocessor ini menggunakan interaksi 
grafis, yang membuat penggunaan program elemen hingga menjadi 
lebih mudah dan lebih cepat. Selain itu, terdapat juga program khusus 
untuk melakukan pre dan postprocessor tanpa program inti MEH (finite 
element solver), misalnya program GID. 

Setiap program MEH mempunyai kemampuan dan keterbatasan 
yang berbeda-beda, baik dipandang dari sudut jenis analisisnya, jenis 
elemen hingga yang tersedia, maupun besar derajat kebebasan (Degree 
Of Freedom, DOF) yang dapat diselesaikan. Kewajiban calon pengguna 
(user) program adalah mengenal kemampuan dan keterbatasan dari 
paket progam yang akan digunakan. 

4SANSPRO merupakan program MEH komersial yang dihasilkan oleh putra 
Indonesia, yaitu Dr. Nathan Madutujuh (alumnus Universitas Katolik Parahyangan, 
Bandung). 
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1.4  Contoh Aplikasi

Karena MEH merupakan bagian yang integral dari program-program 
komersial CAD/CEA seperti dibahas sebelum ini, maka untuk melihat 
contoh-contoh aplikasi MEH dalam praktik rekayasa sesungguhnya kita 
dapat melihat contoh-contoh aplikasi program komputer yang disajikan 
dalam beberapa situs internet program tersebut. Dalam situs-situs 
itu biasanya terdapat contoh-contoh nyata dari proyek-proyek yang 
menggunakan program tersebut. Contoh-contoh ini kadang-kadang 
disajikan dalam bentuk multimedia yang menarik. Sebagai contoh 
dalam situs ADINA terdapat situs khusus customer stories yang antara 
lain berisi deskripsi aplikasi ADINA di dunia industri. Contoh lain, situs 
MIDAS menyajikan laman project showcase yang berisi deskripsi singkat 
berbagai proyek yang menggunakan perangkat lunak MIDAS dalam 
tahap pekerjaan analisis dan desain struktur. Pembaca dianjurkan untuk 
mengunjungi salah satu situs program MEH untuk melihat berbagai 
aplikasi MEH secara langsung. 

Dalam bagian ini akan disajikan dua contoh sederhana aplikasi MEH 
yang pernah penulis lakukan dalam penelitian bersama mahasiswa di 
Universitas Kristen Petra, Surabaya. Contoh pertama adalah analisis 
statik linier struktur cangkang (shell structure) setengah bola dengan 
lubang 18° yang dikenakan empat beban terpusat sepanjang garis 
tengahnya seperti yang diperlihatkan pada Gambar 1.8 (a) (satuan boleh 
dipilih menggunakan satuan apa saja, yang penting konsisten). Tebal 
dinding cangkang itu bervariasi secara linier dari ketebalan 0.04 satuan 
(misalnya meter) pada bagian atasnya sampai 0.5 satuan pada dasarnya 
seperti terlihat pada Gambar 1.8 (b) (Foek Tjong Wong, Christabel, 
Pudjisuryadi, dan Kanok-Nukulchai, 2015). Kondisi tumpuan sepanjang 
ekuator dan sepanjang tepi lubang pada bagian atas adalah bebas (tanpa 
constraint). Yang ingin diketahui adalah besarnya perpindahan titik-titik 
di mana beban terpusat bekerja. D
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Gambar 1.8 Struktur Cangkang Setengah Bola Berlubang 18o

Karena struktur ini simetris terhadap garis-garis tengah yang melalui 
beban-beban terpusat (lihat Gambar 1.8 (a)), maka struktur ini dapat 
dimodelkan seperempat bagian saja seperti diperlihatkan pada Gambar 
1.8 (c). Seperempat bagian ini kemudian dibagi-bagi menjadi elemen-
elemen cangkang segitiga (yaitu, di-mesh). Pertama-tama dipakai mesh 
4×4 dengan jumlah elemen sebanyak 2×4×4=32, seperti diperlihatkan 
pada Gambar 1.8 (c). Perhitungan dilakukan dengan program MEH 
yang penulis buat sendiri dalam Matlab  (F.T. Wong, 2009). Program 
ini memiliki kemampuan untuk memodelkan elemen cangkang dengan 
ketebalan yang bervariasi, seperti pada contoh ini. Hasil perhitungan 
ini adalah perpindahan titik-titik pada lokasi bebab terpusat 9.15×10–6. 
Pertanyaannya apakah hasil ini sudah akurat, atau lebih tepatnya apakah 
hasil ini sudah hasil yang konvergen? Untuk menilai kekonvergenannya, 
mesh diperhalus dari 4×4 menjadi 8×8 (128 elemen) seperti pada Gambar 
1.8 (d). Ternyata hasilnya berubah jauh, yakni menjadi 6.44×10–5. Ini 
menandakan mesh 4×4 terlalu kasar. Selanjutnya mesh diperhalus lagi 
menjadi 16×16 dan 32×32. Hasil selengkapnya disajikan pada Tabel 1.1. 
Mengamati tren hasil perhitungan, dapat dikatakan bahwa hasil dengan 
mesh 32×32 sudah cukup.5

5Model	elemen	tiga	dimensi	dengan	program	ABAQUS	memberikan	hasil	yang	sedikit	
lebih	tinggi,	yaitu	7.61×10–5 (Christabel, et al., 2014).
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Tabel 1.1 Hasil-hasil Perhitungan MEH untuk Berbagai Mesh 

Mesh Perpindahan

4×4 9.15E-06

8×8 6.44E-05

16×16 7.20E-05

32×32 7.33E-05

Sumber: Christabel, Wong, dan Pudjisuryadi (2014)

Contoh kedua adalah analisis statik linier model 3D bagian suatu 
mesin yang dinamakan half-coupler seperti dipresentasikan oleh Cui, 
Feng, Li, dan Feng (2015). Data geometri, beban, perletakan, dan 
sifat material diberikan pada Tabel 1.2. Yang hendak ditinjau adalah 
perpindahan tangensial pada titik terluar dari lempengan yang terkena 
gaya torsi dan distribusi tegangan dalam benda tersebut. 

Tabel 1.2 Deskripsi Permasalahan Half-Coupler 

Problem: Half-Coupler Problem (Cui, et al., 2015)

Geometri:

Pembebanan: Beban torsi τ =1e-3 N-m pada ujung kanan

Perletakan: Terjepit di ujung kiri

Sifat Material: E	=	2.1	×	109 Pa ν = 0.3

Sumber: Satria dan Tanaya (2016)

Untuk memecahkan masalah dengan MEH, half-coupler ini 
dimodelkan dengan mesh elemen-elemen tetrahedron kuadratik. Proses 
meshing dilakukan secara otomatis dengan bantuan program GID. Ukuran 
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mesh yang dipakai, yang merupakan salah satu input parameter dalam 
GID, yaitu 10 (4415 elemen) dan 6.8 dengan (8411 elemen) seperti pada 
Gambar 1.9 (visualisasi dengan GID). Perhitungan dilakukan dengan 
in-house program dalam Matlab yang dibuat oleh Bryan L.S. dan Levin 
S.T. (Satria dan Tanaya, 2016).

Tampak Atas
Tampak 3D

Mesh Size: 10                                              Number of Element: 4415

Tampak Atas
Tampak 3D

Mesh Size: 6.8                                              Number of Element: 8411

Gambar 1.9 Model Elemen Hingga Half-Coupler dengan Parameter GID 
Mesh Size=10 dan Mesh Size=6.8 

Sumber: Satria dan Tanaya (2016)

Hasil perhitungan berupa perpindahan radial maksimum pada 
titik terluar dari lempengan yang terkena gaya torsi disajikan pada 
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Tabel 1.3. Terlihat bahwa hasil berdasarkan kedua mesh itu tidak jauh 
berbeda. Jadi, hasil ini sudah konvergen paling tidak sampai tiga digit. 
Distribusi tegangan geser, τxy, hasil perhitungan MEH dengan mesh 
size=6.8 disajikan dengan kontur warna seperti pada Gambar 1.10 
(visualisasi dengan GID). Dari gambar ini terlihat bahwa tegangan geser 
terbesar terjadi pada sambungan antara inti kopler dengan lempengan 
yang terkena gaya. Dalam aplikasi nyata, sambungan pada kopler ini 
perlu mendapat perhatian karena menjadi lokasi yang rawan terjadi 
kegagalan struktur, misalnya karena retak. 

Tabel 1.3 Perpindahan Radial Maksimum pada Half-Coupler 

Ukuran Meshing Jumlah elemen Hasil Program

10 4415 1.1574E-05

6.8 8411 1.1634E-05

Sumber: Satria dan Tanaya (2016)

 
  a. Tampak Atas                 b. Potongan

Gambar 1.10 Visualisasi Tegangan σxy Half-Coupler dengan Elemen 
Kuadratik, Size 6.8 

Sumber: Satria dan Tanaya (2016)

1.5  Mengapa Perlu Mempelajari MEH?

Saat ini sudah banyak paket program komersial MEH di pasaran, yang 
‘mudah’ dipelajari dan digunakan. Lalu, mengapa perlu mempelajari 
konsep dasar MEH? Mengapa tidak cukup membeli suatu software MEH, 
mempelajari cara pemakaiannya, lalu memakainya dalam pekerjaan? 
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Untuk menjawab pertanyaan ini mari kita melihat apa yang dikatakan 
Cook, et al. (1989), pengarang buku MEH yang cukup populer:

“Concepts and assumptions behind the computer codes (FEM software) 
should be mastered. Engineers are expected to be able to use the software to 
gain better advantages and will less likely misuse them.” Cook, Malkus, 
dan Plesha, 1989).

Selain itu, mari kita lihat disclaimer dari salah satu program 
komersial, SAP2000:

“…. The user accepts and understands that no warranty is expressed or 
implied by the developers or the distributors on the accuracy or reliability 
of the program. The user must explicitly understand the assumptions of the 
program and must independently verify the results.” (SAP2000 Ver.11.0.0 
Basic Analysis Reference Manual).

Dari dua kutipan di atas jelas bahwa untuk dapat memanfaatkan 
suatu paket program MEH, diperlukan latar belakang pengetahuan 
tentang konsep dan asumsi-asumsi yang terdapat di dalam program 
(selain tahu bagaimana cara mengoperasikan program, tentunya). 
Pengetahuan ini dapat diperoleh salah satunya dengan mempelajari 
konsep dasar prosedur perhitungan yang dipakai dalam program, yaitu 
MEH. Pengguna program dengan latar belakang pengetahuan MEH yang 
baik diharapkan dapat menggunakan suatu paket program MEH dengan 
cerdik dan terhindar dari salah menggunakan (misuse) program itu. 

Pengguna paket program MEH perlu memahami konsep dasar MEH supaya 
dapat mendayagunakan program itu dengan baik dan terhindar dari salah 
menggunakan program.

Bagi pembaca yang tujuan, kehendak, atau pekerjaannya adalah 
membuat atau mengembangkan software MEH, atau hendak melakukan 
penelitian mengenai MEH, maka pengertian yang mendalam tentang 
teori elemen hingga jelas merupakan kebutuhan. Pengertian yang 
mendalam ini dapat diperoleh dengan memandang MEH bukan hanya 
sebagai cara perhitungan praktis untuk memecahkan masalah-masalah 
engineering, tetapi juga secara matematis sebagai suatu metode numerik 
untuk mendapatkan solusi persamaan diferensial.  

Bagi pembaca yang sedang mempelajari matematika, MEH dapat 
menjadi sarana untuk memperkuat pemahaman matematika. Di dalam 
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MEH, konsep-konsep matematika yang dipelajari dalam kalkulus, 
teori persamaan diferensial, dan aljabar linier banyak diterapkan. Ahli 
matematika ternama, G. Strang (“Finite Element Method-Gilbert Strang”, 
n.d.) mendapati bahwa MEH merupakan metode numerik yang sangat 
sukses diterapkan dalam praktik bidang rekayasa, khususnya untuk 
solid mechanics. 

Dan terakhir, bagi pembaca yang sedang mempelajari suatu bahasa 
pemrograman komputer untuk perhitungan dan grafis, maka MEH dapat 
menjadi sarana yang baik untuk mempraktikkan dan mempertajam 
kemampuan dalam pemrograman.  

1.6  Diskretisasi Model Kontinu

Seperti telah dijelaskan dalam subbab 1.2, langkah pertama yang 
penting dalam MEH adalah diskretisasi. Diskretisasi ini dilakukan 
dengan meshing, yaitu dengan membagi-bagi suatu kontinum (model 
fisik kontinu) menjadi sejumlah terhingga elemen-elemen sederhana 
yang lebih kecil, yang gabungannya mendekati geometri kontinum 
semula. Meshing ini dapat dilakukan secara manual (sebagai contoh, lihat 
Gambar 1.5 dan 1.8) atau dibantu program preprocessor yang terintegrasi 
dalam paket program MEH, atau program khusus pre-processor seperti 
GID (sebagai contoh, lihat Gambar 1.9). Kata ‘mendekati’ dalam 
definisi diskretisasi ditekankan karena bisa saja bentuk keseluruhan 
model elemen hingga (hasil diskretisasi) tidak secara eksak sama 
dengan geometri kontinum semula. Ini terjadi terutama untuk model 
kontinum dengan batas-batas kurva lengkung pada model 2D dan 
batas-batas permukaan lengkung pada model 3D. Elemen ‘sederhana’ 
yang dimaksudkan di sini adalah elemen yang bentuknya sederhana. 
Bentuk-bentuk elemen yang umum digunakan untuk model 1D, 2D, 
dan 3D diperlihatkan pada Gambar 1.11. D
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Gambar 1.11 Beberapa Bentuk Dasar Elemen Hingga 
Sumber: Barry (2003)

Setiap elemen hingga memiliki sejumlah titik khusus yang disebut 
titik nodal. Titik-titik nodal ini sangat penting karena pada titik-titik 
ini didefinisikan nilai-nilai variabel utama yang tidak diketahui. Jumlah 
seluruh variabel utama pada satu titik nodal disebut derajat kebebasan 
titik nodal (nodal DOF). Jumlah seluruh derajat kebebasan titik nodal 
dari suatu elemen hingga adalah derajat kebebasan elemen (elemen 
DOF). Selain itu, titik-titik nodal berfungsi sebagai titik penghubung 
antara satu elemen dengan elemen lainnya dalam model elemen hingga. 
Tidak ada bagian lain pada elemen hingga yang berinteraksi dengan 
elemen lainnya kecuali pada titik nodal. 

Jumlah titik nodal pada suatu elemen hingga bergantung kepada 
orde polinom yang digunakan dalam perumusan elemen itu. Pada 
elemen hingga berorde linier atau singkatnya elemen linier,6 titik-titik 
nodal terletak pada titik-titik sudut elemen seperti diperlihatkan pada 
Gambar 1.12. Pada elemen-elemen berorde lebih tinggi, selain pada 
titik-titik sudut elemen terdapat pula titik-titik nodal pada posisi lain, 
biasanya pada tengah-tengah rusuk-rusuk elemen dan/atau di dalam 
elemen. Sebagai contoh perhatikan elemen-elemen kuadratik pada 
Gambar 1.13. 

6Elemen linier maksudnya elemen yang di dalamnya variabel utama didekati 
dengan fungsi pendekatan linier. Konsep ini akan menjadi jelas setelah mempelajari 
Bagian II. 
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Gambar 1.12 Beberapa Elemen Berderajat Linier 
Sumber: Barry (2003)

Gambar 1.13 Beberapa Elemen Berderajat Kuadratik
Sumber: Barry (2003)

Seperti dijelaskan pada subbab 1.2, solusi MEH pada umumnya tidak 
eksak, namun kesalahannya dapat diperkecil dengan memperbanyak 
jumlah elemen dalam model MEH. Cara perbaikan solusi seperti ini 
dinamakan h-refinement. Selain cara ini, perbaikan solusi MEH dapat juga 
dicapai dengan meningkatkan orde polinom elemen. Cara ini dinamakan 
p-refinement. Gambar 1.14 mengilustrasikan h-refinement and p-refinement 
yang dapat dilakukan untuk struktur cangkang yang dijelaskan dalam 
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subbab 1.5. Pada Gambar 1.14 (a) ukuran karakteristik relatif elemen 
diperkecil dari h=1, h=1/2, menjadi h=1/4. Pada Gambar 1.14 (b) orde 
polinom ditingkatkan dari linier menjadi kuadratik (jikalau tersedia 
elemen berorde kubik p-refinement masih bisa dilanjutkan satu orde lagi). 

h=1 h=1/2 h=1

(a) h-refinement: perbaikan dengan mengecilkan ukuran elemen

Elemen-elemen linier Elemen-elemen kuadratik

(b) p-refinement: perbaikan dengan meningkatkan derajat elemen

Gambar 1.14 Dua Cara Perbaikan Solusi MEH: (a) h-refinement dan  
(b) p-refinement

Saran dalam Melakukan Meshing

Dalam melakukan meshing secara manual atau semi-manual, disarankan 
pertama-tama untuk mencoba dengan mesh yang medium (tidak terlalu 
kasar, tetapi juga tidak terlalu halus), yang dapat merepresentasikan 
geometri kontinum dengan baik. Usahakan tidak ada bentuk elemen 
yang terlalu menyimpang dari bentuk-bentuk standar elemen, yakni 
bujur sangkar dan segitiga siku-siku sama kaki untuk masalah 2D, dan 
kubus dan tetrahedron dengan tiga permukaan segitiga siku-siku sama 
kaki untuk masalah 3D.  Bentuk elemen yang terlalu “pipih”, misalnya 
segi empat dengan aspek rasio yang lebih besar dari tiga, dan elemen 
dengan sudut terlalu tumpul atau terlalu tajam, sebaiknya dihindari 
karena dapat mengurangi keakuratan solusi MEH. 
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Ukuran dan bentuk elemen tidak perlu sama pada seluruh bagian 
kontinum. Bila sudah ada perkiraan sebelumnya akan tempat-tempat 
dengan perubahan nilai variabel yang cepat, misalnya dalam masalah 
analisis tegangan 2D pada daerah sekitar lubang dan sekitar tumpuan, 
maka disarankan pada daerah-daerah ini dipakai mesh yang lebih halus. 
Sebagai contoh, tinjau analisis tegangan pada pelat berlubang yang ditarik 
pada sisi yang jauh di kiri dan kanannya seperti pada Gambar 1.15 (a). 
Memanfaatkan kondisi simetri, hanya seperempat bagian pelat yang perlu 
didiskretisasi. Meshing awal diperlihatkan pada Gambar 1.15 (b). Karena 
sudah diketahui bahwa tegangan akan terkonsentrasi pada daerah sekitar 
lubang, maka dalam elemen-elemen sekitar lubang ukurannya dibuat kecil 
daripada bagian lainnya. Setelah dilakukan perhitungan MEH, apabila 
hasilnya dipandang belum memuaskan mesh ini dapat diperhalus lagi 
dengan cara membagi setiap elemen menjadi empat bagian. 

(a) Pelat dikenakan gaya tarik di tak terhingga                 (b) Model elemen hingga pelat

Gambar 1.15 Pelat Berlubang dan Model Elemen Hingganya

Untuk bentuk geometri yang rumit dan terutama pada masalah 3D 
(contoh lihat Tabel 1.2 dan Gambar 1.9), penggunaan suatu program pre-
processor untuk melakukan meshing secara otomatis sangat disarankan. 

1.7  Prosedur Perhitungan MEH—Metode Kekakuan 
Langsung

Langkah pertama perhitungan MEH adalah mendiskretisasi model 
struktur kontinu menjadi model diskrit. Setelah menjadi model diskrit, 
langkah-langkah perhitungan selanjutnya mengikuti langkah-langkah 
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perhitungan metode kekakuan langsung (Direct Stiffness Method, 
disingkat DSM). Untuk analisis statik linier, langkah-langkah itu adalah 
sebagai berikut:

1. Menghitung matriks kekakuan dan vektor7 gaya untuk setiap 
elemen.  

2. Merakit matriks dan vektor itu menjadi matriks kekakuan dan 
vektor gaya struktur. 

3. Mengenakan gaya-gaya terpusat yang bekerja pada titik-titik nodal 
(ditambahkan pada vektor gaya struktur). 

4. Mengenakan kondisi batas esensial (kondisi tumpuan) pada 
persamaan kekakuan struktur. 

5. Menyelesaikan persamaan kekakuan struktur untuk memperoleh 
vektor perpindahan titik-titik nodal struktur. 

6. Menghitung reaksi perletakan dan tegangan atau gaya-gaya dalam 
struktur. 

Dalam prosedur DSM ini, pada tiga langkah pertama semua kondisi 
batas esensial dihilangkan dahulu. Kondisi batas ini baru diterapkan 
setelah memperoleh persamaan kekakuan struktur. DSM seperti ini 
adalah DSM dengan pengenaan kondisi batas pada akhir (posteriory 
imposition of boundary conditions). Terdapat DSM varian lain dengan 
pengenaan kondisi batas pada awal (aproriory imposition of boundary 
conditions). Pada DSM varian ini, proses perakitan persamaan-persamaan 
elemen tidak melibatkan derajat kebebasan yang sudah diketahui. 
Dengan kata lain, kondisi batas langsung diterapkan pada tingkat 
elemen sehingga langkah ke-4 tidak diperlukan. Kedua varian DSM ini 
akan dijelaskan pada Bagian I buku ini dalam konteks masalah yang 
sederhana, yaitu sistem pegas dan struktur rangka batang. Implementasi 
komputer MEH dan DSM akan dilakukan dengan menggunakan bahasa 
pemrograman Matlab (pengenalan Matlab diberikan dalam Lampiran 
A untuk pembaca yang belum mengenal Matlab).  

Langkah-langkah tersebut di atas adalah langkah-langkah analisis 
statik linier yang standar. Dalam praktik pemrograman untuk perangkat 
lunak komersial, biasanya langkah-langkah ini dimodifikasi dan 
disisipkan langkah-langkah lain dengan tujuan untuk menghasilkan 

7Yang dimaksud vektor di sini adalah matriks kolom.
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program yang user friendly, hemat dalam penggunaan memory, cepat saat 
eksekusi, dan akurat hasilnya. 

1.8  Ringkasan

1) Model struktur merupakan idealisasi dari struktur sebenarnya yang 
memberikan gambaran perilaku struktur, yaitu hubungan antara 
respons struktur dan aksi yang bekerja pada struktur. 

2) Model struktur diskrit memiliki sejumlah DOF terhingga, 
sedangkan model kontinu jumlahnya DOF tak terhingga. 

3) Dalam model struktur linier respons proporsional terhadap aksi.

4) Metode elemen hingga adalah suatu prosedur perhitungan untuk 
mendapatkan solusi terhadap masalah-masalah fisik. 

5) Secara matematis MEH adalah suatu metode numerik untuk 
menyelesaikan persamaan diferensial. 

6) Pada umumnya hasil perhitungan dengan MEH tidak eksak. 

7) Asal mula MEH adalah dari industri pesawat terbang. 

8) Progam-program komersial MEH saat ini sangat banyak. Kewajiban 
pengguna untuk mengenal kemampuan dan keterbatasan dari paket 
progam yang akan digunakan. 

9) Pengguna paket program MEH perlu memahami konsep dasar MEH 
agar dapat mendayagunakan program dengan baik dan terhindar 
dari salah menggunakan program. 

10) Langkah pertama yang penting dalam analisis kontinum dengan 
MEH adalah diskretisasi, yaitu membagi-bagi kontinum itu menjadi 
sejumlah terhingga elemen-elemen sederhana yang lebih kecil. 

11) Titik-titik nodal pada elemen hingga merupakan lokasi di mana 
variabel yang tidak diketahui didefinisikan. Titik-titik nodal juga 
berfungsi sebagai penghubung antara satu elemen dengan elemen 
lainnya. 

12) Solusi MEH dapat ditingkatkan akurasinya, baik dengan cara 
memperhalus mesh (h-refinement) maupun dengan meningkatkan 
orde elemen yang digunakan (p-refinement). 

13) Mesh elemen hingga sebaiknya tidak mengandung elemen yang 
bentuknya terlalu menyimpang dari bentuk standar, yakni bujur 
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sangkar untuk elemen segi empat dan segitiga siku-siku sama kaki 
untuk elemen segitiga (kubus dan tetrahedron bersisi segitiga siku-
siku sama kaki untuk masalah 3D). 

14) Prosedur perhitungan MEH setelah melakukan diskretisasi adalah 
mengikuti prosedur metode kekakuan langsung (DSM: Direct 
Stiffness Method). Langkah-langkah utamanya adalah merakit 
persamaan-persamaan kekakuan elemen menjadi persamaan 
kekakuan struktur, menyelesaikan persamaan ini, kemudian 
menghitung reaksi perletakan dan tegangan atau gaya-gaya pada 
setiap elemen. 
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Soal-soal

1. Apa yang dimaksud dengan model matematis struktur?

2. Apakah itu model struktur diskrit dan kontinu?  Berikan contohnya! 

3. Apa yang dimaksud dengan metode elemen hingga?

4. Siapa yang menggunakan istilah “elemen hingga” untuk pertama 
kalinya?  Mengapa dinamakan elemen hingga?

5. Saat ini banyak terdapat penjelasan atau kuliah MEH melalui video 
di situs YouTube. Salah satunya adalah video seri kuliah MEH oleh 
Prof. R. Krisnakumar dari Indian Institute of Technology. Tontonlah video 
Lec-01 dan Lec-02 dari Prof. R. Krisnakumar (cari di YouTube dengan 
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kata kunci “Introduction to Finite Element Methods”). Lalu tuliskan apa 
saja aplikasi MEH yang disebutkan dalam kedua kuliah tersebut! 

6. Kunjungi salah satu situs program komersial MEH. Tuliskan 
gambaran singkat mengenai kegunaan program itu! Seandainya 
Anda membeli program itu, pekerjaan apakah yang dapat 
dilaksanakan dengan bantuan program itu?

7. Ceritakan dua contoh aplikasi program MEH yang Anda lihat (pada 
pertanyaan nomor 5)!

8. Mengapa pengguna program MEH perlu mempelajari konsep dasar 
MEH?

9. Apa motivasi Anda mempelajari MEH? Apa yang Anda harapkan? 

10. Untuk melatih diskretisasi, cobalah bagi struktur bidang pada 
gambar-gambar soal 10 menjadi elemen-elemen segitiga atau segi 
empat. Pembagian yang lebih halus sebaiknya dilakukan pada 
daerah sekitar lubang dan sekitar tumpuan!

Gambar-gambar untuk Soal 10
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11. Bagilah segitiga ini menjadi beberapa elemen segi empat (tidak 
boleh terdapat elemen segitiga)!

Gambar untuk Soal 11

12. Sebutkan langkah-langkah perhitungan metode kekakuan langsung! 
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